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1. Bevezetés

A dolgozatban el6fordulé grafok végesek, egyszertiek és iranyitatlanok.

A szivossag fogalmat Chvatal vezette be [13] a Hamilton-korok vizsga-
latahoz. A Hamilton-koroket mar kordbban is széleskortien tanulmanyoztak,
tobbek kozott Karp 21 NP-teljes problémainak egyike éppen annak eldéntése,
hogy egy graf tartalmaz-e Hamilton-kort [19].

A Hamilton-kérok 1étezésére tobb sziikséges, illetve elégséges feltételt ad-
tak mar. Az ismertebb elégséges feltételek a gréaf csticsainak fokszamara vo-
natkoznak. Dirac tétele szerint ha egy n > 3 csicsu grafban minden csics
fokszama legalabb n/2, akkor a graf tartalmaz Hamilton-kort. Egy megle-
het6sen egyszeri sziikséges feltételbsl adodik a szivossag definicidja: ha egy
grafban van Hamilton-kor, akkor akarhany csticsot elhagyva a graf legfeljebb
annyi komponensre eshet szét, amennyi az elhagyott csicsok szama. Ez utob-
bi tulajdonsaggal rendelkezé grafokat 1-szivosnak nevezziik, dltalaban pedig
egy grafot t-szivosnak hivunk (ahol ¢ egy pozitiv valos szam), ha tetszéleges
S ponthalmazt elhagyva a graf legfeljebb |S|/t komponensre esik szét, ha
szétesik egyaltalan, tovabb4 minden grafot 0-szivosnak tekintiink. Egy graf
szivossagéan azt a legnagyobb t szamot értjiik, amelyre a gréf t-szivés, ahol is a
teljes grafok szivossagat végtelennek definialjuk. Igy példaul a nemosszefiiggs
grafok szivossaga 0, a legalabb négy hosszu kordké 1, azonban a haromhosszu
koré végtelen, hiszen az egy teljes graf.

Ugyan tudjuk, hogy nem minden 1-szivos graf tartalmaz Hamilton-kort
(egy jol ismert példa erre a Petersen-graf), Chvatal mar az els§ szivossag-
rol sz016 cikkében [13] azt sejtette, hogy létezik olyan ¢y pozitiv valos szam,
hogy minden ty-szivos graf tartalmaz Hamilton-kort. Az ergsebb sejtése az
volt, hogy minden olyan graf, amelynek a szivossaga nagyobb, mint 3/2, tar-
talmaz Hamilton-kort — ezt a sejtését azonban Thomassen megcéafolta [12].
Ezutan azt sejtették (a [15] cikk alapjan), hogy minden 2-szivos graf tar-
talmaz Hamilton-kort — ezt a sejtést Bauer, Broersma és Veldman céafolta
meg |7]. Egész pontosan azt mutattik meg, hogy tetszélegesen kicsi & > 0
szamhoz létezik olyan (9/4 — €)-szivos graf, amely nem tartalmaz Hamilton-
utat. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha Chvatal t-sejtése igaz, akkor ¢ty > 9/4.
A sejtés tovabbra is nyitott, de néhany grafosztalyban mar belattak, hogy
igaz: tobbek kozott tudjuk, hogy az 1-szivos intervallumgrafok tartalmaznak
Hamilton-kort [20] csakagy, mint a 3/2-szivos split grafok [21] és a 10-szivos
merevkord grafok [17].

A dolgozatban a f6 hangsily a minimalisan szivos grafokon van. Egyszert



latni, hogy minél tobb éle van egy grafnak, annédl nagyobb lehet a szivossaga.
Egy grafot minimalisan ¢-szivosnak neveziink (ahol ¢ egy pozitiv valos szam
vagy végtelen), ha a graf szivossaga pontosan ¢, de ez barmely élt elhagyva
csOkken. Példaul minden legalabb két csiicst teljes graf minimélisan oo-szivos
és minden legaldbb négy hosszi kér minimalisan 1-szivos.

graf 2t-szeresen Osszefiiggd, és igy a minimalis fokszama legalabb [2¢] (ahol
t egy nemnegativ valos szam). Mader egy tétele alapjan, miszerint minden
minimalisan k-szorosan Osszefiiggs grafnak van k-adfoka csticsa (ahol k egy
pozitiv egész szam) 24|, megfogalmazhato egy sejtés a minimdalisan szivos
grafok minimalis fokszaméarodl is. Fz a sejtés frasban csak a t = 1 esetrdl je-
lent meg Kriesell neve alatt [18|, de egyszertien altalanosithato tetszéleges ¢
pozitiv valos szamra is: minden minimalisan ¢-szivos grafnak van [2t]-edfoku
csicsa. Mivel azonban nem minden minimalisan szivos graf lesz egyben mi-
nimalisan Osszefiiggd is, ezért Kriesell sejtése nem kovetkezik azonnal Mader
tételébdl.

Mivel minden Hamilton-kort tartalmazo graf 1-szivos (és a K3 graf szi-
vossaga végtelen), ezért a minimalisan 1-szivos, Hamilton-kort tartalmazo
grafok kizarolag a legalabb négy hosszu korok. Igy Dirac korabban emlitett
tétele egy trivialis fels6 korlatot ad az m-csicsi minimalisan 1-szivos grafok
minimalis fokszaméara: a négyhosszu kortdl eltekintve ez mindig kisebb, mint
n/2. Miutan a 2. fejezetben kimondjuk a sziikséges definiciokat és alapvetd
allitasokat, a 3. fejezetben (ami a [3]| cikkiinkén alapul) egy konstans fak-
torral javitunk ezen a fels§ korlaton: megmutatjuk, hogy minden n-csicst,
minimalisan 1-szivos grafnak van legfeljebb (n/3 + 1)-edfoku cstcsa.

Bauer, Hakimi és Schmeichel belattak, hogy a t-szivos grafok felismerése
coNP-nehéz [8], a 4. fejezetben (ami a [2] cikkiinkén alapul) pedig megmu-
tatjuk, hogy a minimaélisan t-szivos grafok felismerése DP-nehéz. A DP nevii
bonyolultsagi osztalyt Papadimitriou és Yannakakis definialtak [26], mivel
az extremdlis problémak altaladban nem tiinnek NP U coNP-belieknek. Egy
L nyelvrél akkor mondjuk, hogy DP-beli, ha kifejezhets egy NP-beli és egy
coNP-beli nyelv metszeteként.

Végiil az 5. fejezetben (ami a [4] cikkiinkon alapul) paros grafokat vizs-
galunk. Bar a K, és Ky kivételével minden péros graf szivossiga legfeljebb
1, az 1-szivos paros grafokat nem konnyebb felismerni, mint altaldban az 1-
szivos grafokat: Kratsch, Lehel és Miiller bebizonyitottédk, hogy ez a probléma
is coNP-nehéz [21]. Ebben a fejezetben kiterjesztjiik ezt a tételt tetszéleges
t < 1 pozitiv racionélis szamra. Tovabbéa belatjuk, hogy tetszSleges k > 2
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egész és t < 1 pozitiv raciondlis szam esetén a t-szivos, k-szorosan Gsszefiiggs,
paros grafok felismerése is coNP-nehéz, és az 1-szivos, legalabb 6-reguléris,
paros grafoké is. Valamint a miniméalisan 1-szivéos, paros grafok minimalis
fokszamara adunk egy jobb fels§ korldtot annél, mint amit korabban altalé-
nosan adtunk: belatjuk, hogy minden n-csticsii, minimalisan 1-szivds, paros
grafnak van legfeljebb (n 4 6)/4 fokszamu csucsa.

2. El6zmények

Ebben a fejezetben a fontosabb definiciokat és allitasokat ismertetjiik.

Jelolje w(G) a G graf komponenseinek a szamat, a(G) a fiiggetlen csticsok
maximalis szamat és k(G) a graf Osszefiiggdségi szamat. Egy G Osszefiiggd
graf S C V(G) ponthalmazat elvag6 ponthalmaznak nevezziik, ha az elha-
gyvasaval a graf tobb komponensre esik szét.

(A G komponenseinek szamat w(G)-vel jelolni zavar6 lehet, azonban a
grafszivossagrol szolo cikkek tobbsége ezt a jelolést alkalmazza.)

A szivossag fogalmat Chvatal vezette be [13] a Hamilton-kérok vizsgéla-
tahoz.

2.1. Definici6. Legyen t egy valos szam. Egy G grafot t-szivosnak neveziink,
ha tetszGleges olyan S C V(G) ponthalmaz esetén, melynek elhagyasaval a
graf tobb komponensre esik szét, |S| > tw(G — S) teljesiil. A legnagyobb
olyan ¢t szamot, amelyre G még t-szivos, a graf szivossiganak nevezziik és
7(G)-vel jeldljiik; tetszGleges n > 1 egész szam esetén legyen 7(K,,) = oo.

Egyszeri latni, hogy minél t6bb éle van egy grafnak, annal nagyobb le-
het a szivossaga. A dolgozatban a f6 hangsily azon grafokon van, melyek
szivossaga barmely éliik elhagyéasa esetén csokken.

2.2. Definicié. Egy G grafot miniméalisan t-szivosnak neveziink, ha 7(G) = ¢
és tetszileges e € E(G) esetén 7(G —e) < t.

A t-szivos grafok vizsgalata bonyolultsagelméleti szempontbdl is érdekes.
Legyen t egy tetszéleges pozitiv racionalis szam és tekintsiik a kovetkez6
eldontési problémat.

t-SZIvos
Bemenet: egy G graf.
Kérdés: igaz-e, hogy 7(G) > t?



Vegyiik észre, hogy a t szdm nem része a bemenetnek.

Erre a probléméara a MAXFTLN probléma (melyben egy adott G grafrol
és k pozitiv egészrdl kell eldonteni, hogy van-e a G grafban k méreti fiiggetlen
ponthalmaz) egy valtozatat visszavezetve Bauer, Hakimi és Schmeichel be-
lattak, hogy tetszGleges t pozitiv racionélis szam esetén a t-SzivOs probléma
coNP-teljes [8].

Bauer, van den Heuvel, Morgana és Schmeichel azt is megmutattik, hogy
tetszGleges r > 3 esetén az 1-SzivOs probléma coNP-teljes marad az r-
reguléris grafok korében is [10].

Habar a K; és K, kivételével minden paros graf szivossaga legfeljebb 1, az
1-szivOs probléma nem lesz kénnyebb akkor sem, ha kizarolag a péaros gra-
fokat tekintjiik. Kratsch, Lehel és Miiller bebizonyitottak, hogy az 1-szivos
probléma coNP-teljes marad a paros grafok kérében is [21].

Azonban bizonyos grafosztalyokban, példaul a split grafok kérében a szi-
vossag polinomidében kiszamolhato: Woeginger belatta, hogy tetszoleges ¢
pozitiv racionalis szam esetén polinomidGben felismerheték a t-szivos split
grafok.

Legyen t egy tetszbleges pozitiv racionalis szam és most tekintsiik a t-
szIivOs probléma koévetkezd valtozatait.

PONTOSAN-t-SZivOs
Bemenet: egy G graf.
Kérdés: igaz-e, hogy 7(G) = t?

MIN-t-sZivOs
Bemenet: egy G graf.
Kérdés: igaz-e, hogy G minimélisan t-szivos?

Mivel az extremélis problémék altalaban nem tiinnek NP U coNP-beliek-
nek, ezért Papadimitriou és Yannakakis definidltak a DP nevi{ bonyolultsagi
osztalyt [26].

2.3. Definicié. Egy L nyelvet DP-belinek neveziink, ha léteznek olyan L, €
NP és Ly € coNP nyelvek, hogy L = L N Lo.

Egy nyelvet DP-nehéznek neveziink, ha tetszéleges DP-beli nyelv polino-
miélisan visszavezethetd ra. Egy nyelvet DP-teljesnek neveziink, ha az DP-
beli és DP-nehéz is.

Fontos megjegyezni, hogy amennyiben NP # coNP, gy DP # NPNcoNP,
s6t, NP U coNP C DP.
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Az alabbiakban felsorolunk néhany DP-teljes problémat, melyeket a po-
linomialis visszavezetéseknél hasznalni fogunk.

EGZAKTFTLN
Bemenet: egy G graf és egy k pozitiv egész szam.
Kérdés: igaz-e, hogy o(G) = k?

Vegyiik észre, hogy a t-szivOs probléméaban szerepld t szammal ellen-
tétben itt most a k szdm a bemenet része. Az KGZAKTFTLN probléma
DP-teljessége azonnal adodik a kovetkez6 probléma DP-teljességébdl, mely
utobbit Papadimitriou és Yannakakis bizonyitottak [26].

EGZAKTKLIKK
Bemenet: egy G graf és egy k pozitiv egész szam.
Kérdés: igaz-e, hogy G klikkszama éppen k7

Most tekintsiik a kdvetkezd eldontési problémét.

a-KRITIKUS
Bemenet: egy G graf és egy k pozitiv egész szam.
Kérdés: igaz-e, hogy a(G) < k, de tetszéleges e € E(G) esetén (G —e) > k?

Az a-KRITIKUS probléma DP-teljessége azonnal adodik a kovetkezs prob-
léma DP-teljességébdl, mely utobbit Papadimitriou és Wolfe bizonyitottak
[25].

KLIKK-KRITIKUS

Bemenet: egy G graf és egy k pozitiv szam.

Kérdés: igaz-e, hogy G-ben nincs k méreti klikk, de tetszéleges hianyzo e élt
hozzavéve a grathoz a kapott G + e grafnak mar lesz k£ méreti klikkje?



3. Minimalisan 1-sziv6s grafok minimalis foksza-
ma

v

graf 2t-szeresen Osszefiiggd, és igy a minimalis fokszama legalabb [2¢] (ahol
t egy nemnegativ valos szam).

A kovetkez6 sejtés Mader egy tételének analogiaja, miszerint minden mi-
nimalisan k-szorosan Osszefiiggs grafnak van k-adfoka csicsa (ahol k egy
pozitiv egész szam) [24].

Sejtés 3.1 (Kriesell [18]). Minden minimalisan 1-szivos grafnak van masod-
foku cstcsa.

Ez a sejtés egyszertien altalanosithato tetszéleges ¢ pozitiv valos szdmra
is.
Sejtés 3.2 (Altalanositott Kriesell-sejtés). Minden minimalisan ¢-szivos graf-
nak van [2¢]-edfoki cstcsa.

Mivel nem minden minimalisan szivés gréaf lesz egyben minimalisan Ossze-
fligg6 is, ezért a 3.2. sejtés nem kovetkezik azonnal Mader tételébdl.

Nyilvan ha egy graf tartalmaz Hamilton-kort, akkor a graf 1-szivés. Azon-
ban nem minden 1-szivos graf tartalmaz Hamilton-kort: egy jol ismert példa
erre a Petersen-graf. Viszont Chvétal azt sejtette, hogy létezik olyan ¢y pozi-
tiv valos szam, hogy minden t¢-szivos graf tartalmaz Hamilton-kort [13]. A
sejtés tovabbra is nyitott, de azt tudjuk, hogy amennyiben igaz, agy t, > 9/4
kell, hogy teljesiiljon [7].

Mivel minden Hamilton-kort tartalmazo graf 1-szivos (és a K3 graf szi-
vossaga végtelen), ezért a minimalisan 1-szivos, Hamilton-kort tartalmazo
grafok kizarolag a legalabb négy hosszt korok. Igy Dirac tétele egy trivia-
lis felsé korlatot ad a minimalisan 1-szivés grafok minimalis fokszaméara: a
négyhosszi kortdl eltekintve ez mindig kisebb, mint n/2, ugyanis az emlitett
tétel szerint ha egy n > 3 cstucsu grafban minden cstces fokszama legalabb
n/2, akkor a graf tartalmaz Hamilton-kort [14].

A kovetkezd tétel ezen a felsé korlaton javit.

Tétel 3.3 (Katona, Soltész, Varga, [3]). Minden n-csticsti, minimdlisan 1-
szivos grafnak van legfeljebb (n/3 + 1)-edfoki csicsa.

Az 5. fejezetben megmutatjuk, hogy ha feltessziik azt, hogy a graf pa-
ros, akkor nem csak sokkal konnyebbé valik a bizonyitas, de még jobb felsé
korlatot is tudunk adni a minimalis fokszamra.
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4. Minimalisan szivos grafok felismerése

Ebben a fejezetben a minimalisan szivos grafok felismerésével foglalkozunk.
A {6 eredményiink a kovetkezd.

Tétel 4.1 (Katona, Kovacs, Varga, [2]). Tetsz6leges t pozitiv racionélis szam
esetén a MIN-£-sZivOSs probléma DP-teljes.

Megjegyezziik, hogy mivel minden nemteljes graf szivossaga egy racionalis
szam, ezért nem létezik irracionalis szivossagi, minimalisan szivos graf.

A 4.1. tételt harom részletben latjuk be. Amikor 1/2 < ¢t < 1 ést > 1,
akkor az a-KRITIKUS probléma egy valtozatat, amikor pedig ¢ < 1/2, akkor
pedig a MIN-1-szivOs probléma egy valtozatat vezetjiik vissza polinomialisan
a MIN-t-sZivOs probléméra.

5. Paros grafok szivossagaval kapcsolatos ered-
mények altalanositasai

El6szor néhany paros grafokra vonatkozo bonyolultsdgelméleti tételt bizonyi-
tunk.

Tétel 5.4 (Katona, Varga, [4]). Tetszdleges ¢t < 1 pozitiv raciondlis szam
esetén a t-TOUGH probléma coNP-teljes a paros grafok korében.

Ahogy kordbban mar emlitettiik, a ¢ = 1 esetet Kratsch, Lehel és Miiller
méar kordbban belattak [21].

Két nyitott probléma kapcsan, melyek

Az 1-szivos, 3-szorosan Osszefiiggs, paros grafok, illetve az 1-szivos, 3-
regularis, paros grafok felismerhet&ségét illet nyitott problémak altal moti-
valva [9] belatjuk a kovetkezdket.

Tétel 5.8 (Katona, Varga, [4]). TetszGleges k > 2 egész és t < 1 pozitiv raci-
onalis szam esetén a t-SzivOs probléma coNP-teljes a k-szorosan 6sszefiiggs
paros grafok korében.

Tétel 5.9 (Katona, Varga, [4]). Tetsz6leges r > 6 egész szam esetén az
1-8zivOs probléma coNP-teljes az r-regularis paros grafok korében.

Végiil a 3.3. tételbeli fels6 korlatnal jobbat bizonyitunk paros grafokra.

Tétel 5.19 (Katona, Varga). Minden n-cstcst, minimélisan 1-szivos, paros
grafnak van legfeljebb (n + 6)/4 fokszamu csucsa.



Osszefoglalas

A dolgozatban a f6 hangsily a minimalisan szivés grafokon van.

A 3. fejezet alapjaul Kriesell sejtése szolgél, mely szerint minden n-csicsi
minimélisan 1-szivos grafnak van masodfoku csiicsa. Ebben a fejezetben egy
fels6 korlatot adunk a minimalisan 1-szivos grafok minimélis fokszamara:
megmutatjuk, hogy ez legfeljebb n/3 + 1 lehet.

A 4. fejezetben a miniméalisan t-szivos grafok felismerhet&ségének bonyo-
lultsagéaval foglalkozunk. Belatjuk, hogy ez a probléma tetszéleges t pozitiv
raciondlis szdm esetén DP-nehéz.

Az 5. fejezet paros grafokrol szol. Elgszor belatjuk, hogy tetszéleges t < 1
pozitiv racionalis szam esetén a t-szivos paros grafok felismerése coNP-nehéz
(at = 1 eset mar kordbban is ismert volt). Az 1-szivos, 3-szorosan Osszefiiggd,
paros gréafok, illetve az 1-szivos, 3-regularis, paros grafok felismerhetGségét
illeté nyitott problémak altal motivalva [9] belatjuk, hogy tetszGleges k > 2
és r > 6 egész szamok, valamint ¢ < 1 pozitiv raciondlis szam esetén a t-
szivos, 3-szorosan Osszefiiggd, paros grafok, illetve az 1-szivos, r-reguléris,
paros grafok felismerése coNP-nehéz.
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